
Ëåêöèÿ 8
Ó�ÀÂÍÅÍÈÅ ÏÓÀÑÑÎÍÀ Â ÌÍÎ�ÎÓ�ÎËÜÍÈÊÅ

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷èÏóñòü Ω � ïîëèãîíàëüíàÿ îáëàñòü íà ïëîñêîñòè Oxy, Ω � åå çàìû-êàíèå, à ∂Ω = Ω\Ω � åå ãðàíèöà. Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàíèöà ∂Ωñîñòîèò èç äâóõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ÷àñòåé ∂Ω1 è ∂Ω2 òàêèõ, ÷òî
Ω

∂Ω1

∂Ω2

�èñ. 1
∂Ω = ∂Ω1

⋃
∂Ω2. Â îáëàñòè Ω çàäàäèì óðàâíåíèå Ïóàññîíà
−∆u := −

(
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)
= f(x, y), (x, y) ∈ Ω (1)è ïîñòàâèì äëÿ íåãî ñìåøàííóþ çàäà÷ó ïóòåì çàäàíèÿ íà ∂Ω ãðàíè÷íûõ101



102 Ëåêöèÿ 8óñëîâèé âèäà
u(x, y) = 0, (x, y) ∈ ∂Ω1, (2)

∂u(x, y)

∂n
= 0, (x, y) ∈ ∂Ω2, (3)ãäå n � íàïðàâëåíèå âíåøíåé (ïî îòíîøåíèþ ê Ω) íîðìàëè ê ∂Ω2.Äàäèì âàðèàöèîííóþ �îðìóëèðîâêó çàäà÷è (1)-(3). Äëÿ ýòîãî óìíî-æèì yðàâíåíèå (1) íà �óíêöèþ v(x, y), ðàâíóþ íóëþ íà ∂Ω1, è ïðîèí-òåãðèðóåì ðåçóëüòàò ïî Ω. Èñïîëüçóÿ äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ ëåâîé ÷àñòèïîëó÷åííîãî òîæäåñòâà ïåðâóþ �îðìóëó �ðèíà è ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèåãðàíè÷íîå óñëîâèå (3), áóäåì èìåòü

−
∫

Ω

∆u v dxdy =

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy −

∫

∂Ω

∂u

∂n
v ds =

=

∫

Ω

(
∂u

∂x

∂v

∂x
+

∂u

∂y

∂v

∂y

)
dxdy =:

∫

Ω

(∇v)T (∇u)dxdy =

∫

Ω

fvdxdy,

(4)
ãäå ∇v = [∂v/∂x ∂v/∂y]T � ãðàäèåíò v(x, y). Îáîçíà÷èì

a(u, v) :=

∫

Ω

(∇v)T (∇u)dxdy, (5)
l(v) :=

∫

Ω

fvdxdy (6)è ââåäåì ïðîñòðàíñòâî Ñîáîëåâà
H1(Ω) :=



v(x, y)

∣∣ ‖v‖2
1 :=

∫

Ω

(|∇v|2 + v2)dxdy < ∞



 .Òîãäà, åñëè

H̃1(Ω) :=
{
v(x, y) ∈ H1(Ω)

∣∣ v(x, y)
∣∣
∂Ω1

= 0
}

,òî âàðèàöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà çàäà÷è (1)-(3) òàêîâà: íàéòè
u(x, y) ∈ H̃1(Ω) : a(u, v) = l(v) ∀v ∈ H̃1(Ω). (7)



2. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ �îðìóëèðîâêà 1032. Êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ �îðìóëèðîâêàÏîñòàâèì çàäà÷ó îá îòûñêàíèè ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (7).Äëÿ ýòîãî ïðîèçâåäåì ñíà÷àëà òðèàíãóëÿöèþ Ω.Ïóñòü 0 < h < 1 åñòü ïàðàìåòð äèñêðåòèçàöèè è äëÿ êàæäîãî òàêîãî
h ïóñòü πh îáîçíà÷àåò ðàçáèåíèå Ω íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ òðåóãîëüíèêè
e(i), i = 1, 2, . . . , N(h) òàêèå, ÷òî

1◦. Îáùèå ñòîðîíû ëþáûõ äâóõ ñîñåäíèõ òðåóãîëüíèêîâ ñîâïàäàþò.
2◦. Òî÷êè ñìåíû òèïà ãðàíè÷íîãî óñëîâèÿ (ò.å. ïðèíàäëåæàùèå

∂Ω1

⋂
∂Ω2 ) ÿâëÿþòñÿ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêîâ.

3◦. Ω =
⋃N(h)

i=1 e(i).Çàìå÷àíèå 1. Â ñèëó ñâîéñòâ 1◦, 2◦ è 3◦ òðèàíãóëÿöèÿ πh íå ìîæåò ñî-äåðæàòü �ðàãìåíòû, èçîáðàæåííûå íà ðèñ. 2à), 2á) è 2â), ñîîòâåòñòâåííî.

à)
∂Ω1

∂Ω2á)
∂Ω

â)�èñ. 2Âîçìîæíàÿ òðèàíãóëÿöèÿ îáëàñòè Ω èçîáðàæåíà íà ðèñ. 3.

�èñ. 3



104 Ëåêöèÿ 8Òåïåðü ïîñòðîèì êîíå÷íîìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà H̃1(Ω),ñîãëàñîâàííîå ñ òðèàíãóëÿöèåé πh. Ïóñòü
Sh

1 :=
{

vh(x, y) ∈ C(Ω)
∣∣ vh(x, y)

∣∣
e(i) ∈ P1(e

(i)), e(i) ∈ πh
}åñòü ïðîñòðàíñòâî êóñî÷íî-ëèíåéíûõ, ëèíåéíûõ íà êàæäîì ýëåìåíòå e(i) ∈

πh, íåïðåðûâíûõ �óíêöèé, à
S̃h

1 := {vh(x, y) ∈ Sh
1 | vh|∂Ω1

= 0}� åãî ïîäïðîñòðàíñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî S̃h
1 ⊂ H̃1(Ω) è íå ïóñòî. Ïóñòü

dim S̃h
1 = n. Íàçîâåì ïðèáëèæåííûì ðåøåíèåì çàäà÷è (7) òàêóþ �óíê-öèþ

uh(x, y) ∈ S̃h
1 : a(uh, vh) = l(vh) ∀vh ∈ S̃h

1 . (8)Î÷åâèäíî, ÷òî ëèíåéíàÿ íà òðåóãîëüíèêå �óíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-äåëÿåòñÿ çàäàíèåì åå çíà÷åíèé â âåðøèíàõ, êîòîðûå ìû áóäåì íàçûâàòüóçëàìè è êîòîðûå ïðåäïîëàãàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè. Êàæäàÿ �óíêöèÿ
vh(x, y) ∈ S̃h

1 ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî ïðåäñòàâëåíà â âèäå
vh(x, y) =

n∑

i=1

viϕi(x, y),ãäå vi � åå çíà÷åíèå â i-îì óçëå, à ϕi(x, y) ∈ S̃h
1 � áàçèñíàÿ �óíêöèÿ (ñì.ðèñ. 4), ðàâíàÿ åäèíèöå â i-îì óçëå è íóëþ âî âñåõ äðóãèõ óçëàõ. Ïîëàãàÿòåïåðü â (8) uh =

∑n
j=1 ujϕj(x, y), à vh = ϕi, i = 1, . . . , n, ïîëó-

1

�èñ. 4



3. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû 105÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé äëÿ çíà÷å-íèé ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â óçëàõ :
n∑

j=1

a(ϕj, ϕi)uj = l(ϕi), i = 1, . . . , n. (9)Âû÷èñëèì êîý��èöèåíòû a(ϕi, ϕj) ñèñòåìû (9) è êîìïîíåíòû åå ïðà-âîé ÷àñòè l(ϕi). Ñäåëàåì ýòî ïðè ïîìîùè ïîýëåìåíòíûõ âû÷èñëåíèé, íîïðåæäå ââåäåì òàê íàçûâàåìûå áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû.3. Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòûÏóñòü e � òðåóãîëüíèê, ðàñïîëîæåííûé íà ïëîñêîñòè Oxy, âåðøèíûêîòîðîãî ïðîíóìåðîâàíû ÷èñëàìè 1, 2 è 3 â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì õîäó÷àñîâîé ñòðåëêè. Êîîðäèíàòû ýòèõ âåðøèí ñóòü (xi, yi), i=1, 2, 3. Ïóñòü
O � òî÷êà âíóòðè e è (x, y) � ee êîîðäèíàòû. Ñîåäèíèì îòðåçêàìè ïðÿ-ìûõ òî÷êó O ñ âåðøèíàìè òðåóãîëüíèêà e. Â ðåçóëüòàòå òðåóãîëüíèê eáóäåò ðàçáèò íà òðè òðåóãîëüíèêà e1, e2 è e3, ãäå ei � òîò èç íèõ, îäíàèç ñòîðîí êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòîðîíîé e, ðàñïîëîæåííîé íàïðîòèâ i-îéâåðøèíû. Îïèñàííàÿ ñèòóàöèÿ èçîáðàæåíà íà ðèñ. 5.

1

2

3

O

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

(x, y)

1

2

3�èñ. 5Ïóñòü S è Si - ïëîùàäè òðåóãîëüíèêîâ e è ei ñîîòâåòñòâåííî.Îïðåäåëåíèå 1. Âåëè÷èíû ζi = Si/S, i = 1, 2, 3 íàçûâàþòñÿ áàðè-öåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè â òðåóãîëüíèêå e.



106 Ëåêöèÿ 8Î÷åâèäíî, ÷òî ïîëîæåíèå êàæäîé òî÷êè â òðåóãîëüíèêå e îäíîçíà÷íîîïðåäåëÿåòñÿ åå áàðèöåíòðè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè.Áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû ëèíåéíî çàâèñèìû è îáëàäàþò ñëåäóþ-ùèìè î÷åâèäíûìè ñâîéñòâàìè :
3∑

i=1

ζi = 1, ζi(xi, yi) = 1, ζi(xj, yj) = 0, i 6= j. (10)Óñòàíîâèì ñâÿçü ìåæäó áàðèöåíòðè÷åñêèìè è äåêàðòîâûìè êîîðäèíà-òàìè. Èç àíàëèòè÷åñêîé ãåîìåòðèè èçâåñòíî, ÷òî
S =

1

2!
det




x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1


 .Ïîýòîìó, íàïðèìåð,

ζ1 = det




x x2 x3

y y2 y3

1 1 1


 / det




x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1


 . (11)Hî ýòà �îðìóëà è åé àíàëîãè÷íûå äëÿ ζ2 è ζ3 äàþò ïðåäñòàâëåíèå ðåøåíèÿàëãåáðàè÷åñêîé ñèñòåìû



x1 x2 x3

y1 y2 y3

1 1 1





ζ1

ζ2

ζ3


 =




x
y

1


 (12)ïðè ïîìîùè �îðìóë Êðàìåðà. Èñêîìàÿ ñâÿçü óñòàíîâëåíà. Ñîîòíîøåíèå(12) èíîãäà ïðèíèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò.Ïðåîáðàçóåì ñîîòíîøåíèå (11), âûðàæàþùåå áàðèöåíòðè÷åñêóþ êîîð-äèíàòó ζ1 ÷åðåç äåêàðòîâû êîîðäèíàòû. �àñêëàäûâàÿ äåòåðìèíàíò èç ÷èñ-ëèòåëÿ (11) ïî ýëåìåíòàì ïåðâîãî ñòîëáöà, íàéäåì, ÷òî

S1 =
1

2
det




x x2 x3

y y2 y3

1 1 1


=

∣∣∣∣
y2 y3

1 1

∣∣∣∣ x −
∣∣∣∣
x2 x3

1 1

∣∣∣∣ y +

∣∣∣∣
x2 x3

y2 y3

∣∣∣∣
2

=
a1x + b1y + c1

2
,



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè 107ãäå
a1 = y2 − y3, b1 = x3 − x2, c1 = x2y3 − x3y2. (13)Òåì ñàìûì,

ζi =
aix + biy + ci

2S
, i = 1, 2, 3, (14)à âûðàæåíèå äëÿ êîý��èöèåíòîâ ai, bi è ci ÷åðåç êîîðäèíàòû âåðøèí e ïî-ëó÷àþòñÿ èç (13) ïóòåì êðóãîâîé ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ 1 → 2 → 3 → 1.Èìåííî

a2 = y3 − y1, b2 = x1 − x3, c2 = x3y1 − x1y3,

a3 = y1 − y2, b3 = x2 − x1, c3 = x1y2 − x2y1.
(15)Çàìå÷àíèå 2. Èç (13), (15) ñëåäóåò, ÷òî

3∑

i=1

ai =

3∑

i=1

bi = 0. (16)Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ �îðìóëà äëÿ èíòåãðàëà ïî e áàðèöåíòðè÷å-ñêîãî îäíî÷ëåíà
∫

e

ζm
1 ζn

2 ζp
3dxdy = S

m!n!p!2!

(m + n + p + 2)!
. (17)

4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêèòðåóãîëüíîãî ýëåìåíòàÏóñòü e(i) - ïðîèçâîëüíûé òðåóãîëüíèê òðèàíãóëÿöèè πh. Ïðèñâîèì åãîâåðøèíàì (ÿâëÿþùèìñÿ óçëàìè êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè) íîâûå íîìåðà
1, 2 è 3 è áóäåì íàçûâàòü ýòó íóìåðàöèþ ëîêàëüíîé. Ïóñòü, êàê îáû÷íî,íóìåðàöèÿ ïðîèçâåäåíà â íàïðàâëåíèè, îáðàòíîì õîäó ÷àñîâîé ñòðåëêè.Ïîñêîëüêó ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå uh(x, y) ëèíåéíî íà e(i), òî ïîëíîñòüþçàäàåòñÿ òàì ñâîèìè çíà÷åíèÿìè uj, j = 1, 2, 3 â âåðøèíàõ. Îáîçíà÷èì÷åðåç ϕ

(i)
j , j = 1, 2, 3 �óíêöèè �îðìû ýëåìåíòà e(i), ò.e. íåíóëåâûå ñóæå-íèÿ áàçèñíûõ �óíêöèé ïðîñòðàíñòâà Sh

1 íà e(i). Ïóñòü íîìåð j èìååò òàèç íèõ, êîòîðàÿ â j-îé âåðøèíå èìååò îòëè÷íîå îò íóëÿ çíà÷åíèå, ò.å.



108 Ëåêöèÿ 8
ϕ

(i)
j (xj, yj) = 1, ãäå (xj, yj) � êîîðäèíàòû ýòîé âåðøèíû (ñì. ðèñ. 6). Î÷å-âèäíî, ÷òî

ϕ
(i)
j = ζj, (18)ò.å. â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå �óíêöèÿìè �îðìû ýëåìåíòà ÿâëÿþòñÿ

1
2

3

ϕ
(i)
1

1
2

3

ϕ
(i)
2

1
2

3

ϕ
(i)
3

�èñ. 6åãî áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû. Òåì ñàìûì
uh(x, y) =

3∑

j=1

ujϕ
(i)
j (x, y) =

3∑

j=1

ujζj, (x, y) ∈ e(i).Ïóñòü u(i) = [u1 u2 u3]
T � âåêòîð óçëîâûõ çíà÷åíèé ïðèáëèæåííîãîðåøåíèÿ íà e(i), à Φ(i) = [ϕ

(i)
1 ϕ

(i)
2 ϕ

(i)
3 ] � ìàòðèöà �óíêöèé �îðìû. Òîãäà

uh(x, y) = Φ(i)u(i), (x, y) ∈ e(i). (19)Ïðåäñòàâèì áèëèíåéíóþ (5) è ëèíåéíóþ (6) �îðìû â âèäå
a(u, v) =

N∑

i=1

a(i)(u, v), l(v) =

N∑

i=1

l(i)(v),ãäå
a(i)(u, v) = a

(i)
1 (u, v) + a

(i)
2 (u, v),



4. Ìàòðèöà æåñòêîñòè è âåêòîð íàãðóçêè 109a
a

(i)
1 (u, v) =

∫

e(i)

∂u

∂x

∂v

∂x
dxdy,

a
(i)
2 (u, v) =

∫

e(i)

∂u

∂y

∂v

∂y
dxdy,

l(i)(v) =

∫

e(i)

fvdxdy,

(20)
è ïîäñòàâèì uh èç (19) â (20) âìåñòî u, ïîëîæèâ îäíîâðåìåííî v = vh =
Φ(i)v(i) ïðè v(i) = [v1 v2 v3]

T . Ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ñèëó (18),(14)
∂ϕ

(i)
j

∂x
=

aj

2S
,

∂ϕ
(i)
j

∂y
=

bj

2S
,áóäåì èìåòü

a
(i)
1 (uh, vh) =

∫

e(i)

∂uh

∂x

∂vh

∂x
dxdy =

=

∫

e(i)

([∂Φ(i)/∂x]v(i))T ([∂Φ(i)/∂x]u(i))dxdy =

= v(i)TK
(i)
1 u(i),ãäå

K
(i)
1 =

∫

e(i)

[∂Φ(i)/∂x]T [∂Φ(i)/∂x]dxdy =

=

∫

e(i)




a1/2S

a2/2S
a3/2S



[ a1

2S

a2

2S

a3

2S

]
dxdy =

=
1

4S




a2
1 a1a2 a1a3

a2a1 a2
2 a2a3

a3a1 a3a2 a2
3






110 Ëåêöèÿ 8� ìàòðèöà æåñòêîñòè, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a
(i)
1 (uh, vh). Àíàëî-ãè÷íî íàõîäèì

K
(i)
2 =

1

4S




b2
1 b1b2 b1b3

b2b1 b2
2 b2b3

b3b1 b3b2 b2
3


� ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå a

(i)
2 (uh, vh). Hî òî-ãäà ìàòðèöà æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà e(i) (ìàòðèöà æåñòêî-ñòè, îòâå÷àþùàÿ áèëèíåéíîé �îðìå a(i)(uh, vh)) åñòü

K(i) = K
(i)
1 + K

(i)
2 =

1

4S




a2
1 + b2

1 a1a2 + b1b2 a1a3 + b1b3

a2a1 + b2b1 a2
2 + b2

2 a2a3 + b2b3

a3a1 + b3b1 a3a2 + b3b2 a2
3 + b2

3


 . (21)Íàïîìíèì, ÷òî S � ýòî ïëîùàäü òðåóãîëüíèêà e(i), à aj è bj âûðàæàþòñÿ÷åðåç êîý��èöèåíòû âåðøèí òðåóãîëüíèêà e(i) ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèé(13), (15).Äàëåå, ïîëàãàÿ, ÷òî f(x, y) = onst = f ïðè (x, y) ∈ e(i), è èñïîëüçóÿ�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ (17), èìååì

l(i)(vh) =

∫

e(i)

fvhdxdy =

∫

e(i)

(Φ(i)v(i))Tfdxdy = v(i)TF (i),ãäå
F (i) =

∫

e(i)

f Φ(i)Tdxdy =
Sf

3
[1 1 1]T (22)� âåêòîð íàãðóçêè òðåóãîëüíîãî ýëåìåíòà e(i).5. Èíâàðèàíòíîñòü ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i)Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî îïåðàòîð Ëàïëàñà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî ïî-âîðîòà êîîðäèíàòíîé ñèñòåìû è ïåðåíîñà åå íà÷àëà. Èíûìè ñëîâàìè, îïå-ðàòîð Ëàïëàñà èíâàðèàíòåí îòíîñèòåëüíî òàêîé ëèíåéíîé çàìåíû íåçà-âèñèìûõ ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äâèæåíèå ïëîñêîñòèêàê æåñòêîãî öåëîãî. Ïîêàæåì, ÷òî ïîñòðîåííàÿ íàìè ìàòðèöà æåñòêî-ñòè K(i), îòâå÷àþùàÿ îïåðàòîðó Ëàïëàñà, òàêæå îáëàäàåò ýòèì ñâîéñòâîì



5. Èíâàðèàíòíîñòü ìàòðèöû æåñòêîñòè K(i) 111èíâàðèàíòíîñòè, ò.å. ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèìè ïàðàìåò-ðàìè òðåóãîëüíèêà e(i) è íå çàâèñèò îò êîîðäèíàò åãî âåðøèí íà ïëîñêîñòè
Oxy.Îáîçíà÷èì ÷åðåç lj äëèíó ñòîðîíû òðåóãîëüíèêà e(i), ðàñïîëîæåííóþíàïðîòèâ j-îé âåðøèíû, à ÷åðåç θj � óãîë ïðè ýòîé âåðøèíå (ñì. ðèñ. 7).Êàæäîé èç ñòîðîí òðåóãîëüíèêà ñîïîñòàâèì êîëëèíåàðíûé åé âåêòîð cj,ñîâïàäàþùèé ñ íåé ïî äëèíå è íàïðàâëåííûé òàê, êàê èçîáðàæåíî íàðèñ. 7.

1

2

3

(x1, y1)

(x2, y2)

(x3, y3)

l3

θ1 θ2

θ3

~c3

l1
~c1

l2

~c2

�èñ. 7Î÷åâèäíî, ÷òî óêàçàííûå âåêòîðû ñóòü
c1 =

[
x3 − x2

y3 − y2

]
, c2 =

[
x1 − x3

y1 − y3

]
, c3 =

[
x2 − x1

y2 − y1

]
.C ó÷åòîì (13), (15) ýòè âåêòîðû ïðèíèìàþò âèä cj = [bj − aj ]

T . Îòñþäàíàõîäèì, ÷òî
‖cj‖2 = cT

j cj = a2
j + b2

j = l2j ,

ci
Tcj = aiaj + bibj = liljcos(π − θk) = −lilj cos θk, i 6= k 6= j,è ìàòðèöà æåñòêîñòè (21) ïðèíèìàåò âèä

K(i) =
1

4S




l21 −l1l2 cos θ3 −l1l3 cos θ2

−l2l1 cos θ3 l22 −l2l3 cos θ1

−l3l1 cos θ2 −l3l2 cos θ1 l23


 . (23)



112 Ëåêöèÿ 8Çàìå÷àíèå 3. Òàê êàê S = 1
2lilj sin θk, i 6= j 6= k 6= i, à ñóììà ýëåìåíòîâïî ñòðîêå ìàòðèöû K(i) ðàâíà íóëþ (ñì. (16),(21)), òî ìàòðèöó K(i) ìîæíîçàïèñàòü è â ñëåäóþùåì âèäå

K(i) =
1

2




(tg θ2 + tg θ3) −tg θ3 −tg θ2

−tg θ3 (tg θ1 + tg θ3) −tg θ1

−tg θ2 −tg θ1 (tg θ1 + tg θ2)


 . (24)Çàìå÷àíèå 4. Åñëè âñå θk 6 π/2, ò.å. òðåóãîëüíèê e(i) íå ÿâëÿåòñÿ òóïî-óãîëüíûì, òî âíåäèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû ìàòðèöû æåñòêîñòè (23) íåïîëî-æèòåëüíû. Åñëè æå e(i) îñòðîóãîëüíûé, ò.å. θk < π/2, òî âíåäèàãîíàëüíûåýëåìåíòû ìàòðèöû (23) îòðèöàòåëüíû.6. ÓïðàæíåíèÿÂâåäåì îäíîìåðíûé àíàëîã áàðèöåíòðè÷åñêèõ êîîðäèíàò. Ïóñòü

[x1, x2] � îòðåçîê îñè x (ñì. ðèñ. 8), à l = mes [x1, x2] � åãî äëèíà. Ïóñòü
• •×
1 12 2O

x

x

x1 x2�èñ. 8òî÷êà O ∈ [x1, x2] è åå êîîðäèíàòà åñòü x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l1 = mes [x, x2]è l2 = mes [x1, x]. Òîãäà áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû íà [x1, x2] ñóòü
ζi = li/l, i = 1, 2.Îòìåòèì, ÷òî

l =
1

1!
det

[
x2 x1

1 1

]
, l1 =

1

1!
det

[
x2 x
1 1

]
, l2 =

1

1!
det

[
x x1

1 1

]
.1. Äîêàçàòü, ÷òî

∫ x2

x1

ζm
1 ζn

2 dx = l
m!n!1!

(m + n + 1)!
.



6. Óïðàæíåíèÿ 1132. Äîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü �îðìóëû (17).3. Îïðåäåëèòü áàðèöåíòðè÷åñêèå êîîðäèíàòû â òåòðàýäðå è âûâåñòè�îðìóëó èíòåãðèðîâàíèÿ îäíî÷ëåíà.�àññìîòðèì îáùåå ëèíåéíîå ýëëèïòè÷åñêîå óðàâíåíèå âòîðîãî ïîðÿäêà
−

2∑

m,n=1

∂

∂xn

(
pmn

∂u

∂xm

)
+

2∑

m=1

rm
∂u

∂xm
+ qu = f, (25)ãäå [pmn]

2
1 � ñèììåòðè÷íàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ìàòðèöà. Âàðè-àöèîííàÿ �îðìóëèðîâêà ïåðâîé îäíîðîäíîé êðàåâîé çàäà÷è äëÿ ýòîãîóðàâíåíèÿ ñâÿçàíà ñ áèëèíåéíîé �îðìîé

a(u, v) :=

∫

Ω

(
2∑

m,n=1

pmn
∂u

∂xm

∂v

∂xn
+

2∑

m=1

rm
∂u

∂xm
v + quv

)
dx1dx2.4. Ïîñòðîèòü ìàòðèöû æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

e(i), ñâÿçàííûå ñ áèëèíåéíûìè �îðìàìè
a

(i)
12 (u, v) =

∫

e(i)

p12
∂u

∂x1

∂v

∂x2
dx1dx2,

a
(i)
21 (u, v) =

∫

e(i)

p21
∂u

∂x2

∂v

∂x1
dx1dx2.5. Äîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöà æåñòêîñòè òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà

e(i), ñâÿçàííàÿ ñ áèëèíåéíîé �îðìîé
a

(i)
1 (u, v) =

∫

e(i)

r1∂u/∂x1vdx1dx2,ïðè r1(x, y) = onst = r1, (x, y) ∈ e(i) èìååò âèä
r1

6




a1 a2 a3

a1 a2 a3

a1 a2 a3


 .



114 Ëåêöèÿ 86. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ìàññû òðåóãîëüíîãî ëèíåéíîãî ýëåìåíòà e(i), ò.å.ìàòðèöó æåñòêîñòè, îòâå÷àþùóþ áèëèíåéíîé �îðìå
a

(i)
0 (u, v) =

∫

e(i)

quvdx1dx2.
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